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ABSTRACT

A module M is called auto invariant module if M is invariant under any automorphism of its injective

envelope, i.e @ (M)= E(M) for every o & Aut_(E(M)). Based on definition, for any pseudo-injective
module is auto invariant module. Module M is auto invariant module if and only if for any
isomorphism between two essential submodules of M extends to automorphism of M. In this article
is discussed about some properties of auto invariant modules such as submodules and decomposition
of auto invariant module. The main result are auto invariant modules are coincide with pseudo-
injective module and find out sufficient condition of auto invariant modules are quasi-injective

modules.
Keywords :

PENDAHULUAN

Pada keseluruhan tulisan ini, ring R adalah
ring dengan elemen satuan dan modul adalah modul
M kanan atas R. Sifat-sifat modul pseudo-injektif
telah banyak dikaji oleh Dihn [2] yang merupakan
perumuman dari modul injektif. Selanjutnya Lee dan
Zhou [6], Noyan, Srivastava, dan Singh [7]
memperkenalkan suatu jenis modul yang merupakan
perumuman dari modul pseudo-injektif yaitu modul
yang invarian terhadap automorfisma.

Modul M dikatakan injektif relatif terhadap
modul N (M N-injektif) jika untuk setiap barisan
eksak {1 —» § —== % dan setiap homomorfisma
/¢ K- M terdapat homomorfisma w: & — Af
sedemikian sehingga § = g. Selanjutnya, modul M
dikatakan modul injektif jika M N-injektif untuk
setiap modul N. Submodul N di M dikatakan
submodul esensial (N <, M) jika untuk setiap
submodul taknol L di M berlaku N Ad =.
Sedangkan modul M dikatakan perluasan esensial
dari N. Untuk setiap modul M, terdapat modul
injektif @ yang memuat M. Jika modul @ sekaligus
merupakan perluasan esensial dari M maka modul
@ dikatakan amplop injektif (injective envelope) dari
modul M (E(M)=Q) [4].

Modul M atas ring R dikatakan modul quasi-
injektif jika M invarian terhadap endomorfisma pada
EWM), yaitu « (M) =M untuk setiap « = End, (M)
[5]. Selanjutnya, Dihn [2] menyatakan bahwa modul
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injective modules, auto invariant modules, essential submodules.

pseudo-injektif merupakan modul yang invarian
terhadap setiap monomorfisma pada amplop injektif
modul tersebut. Oleh karena itu, Singh [8]
mendefinisikan modul M yang invarian terhadap
automorfisma, yaitu « (M) = M untuk setiap
o & Aut,(M) yang selanjutnya dalam tulisan ini
disebut dengan modul auto invarian. Berdasarkan
pemaparan di atas diperoleh hubungan implikasi
sebagai berikut.

injektif = quasi-injektif = pseudo-injketif
= auto invarian.

Dalam tulisan ini akan dibahas karakterisasi modul
auto invarian, sifat-sifat dasar yang meliputi
submodul, dan dekomposisi modul auto invarian
serta hubungan modul pseudo-injektif dengan modul
auto invarian. Syarat cukup modul auto invariant
agar merupakan modul quasi injektif akan diberikan
pada bagian akhir tulisan ini.

2. MODUL AUTO INVARIAN

Submodul A dikatakan tertutup secara
esensial di M jika A tidak mempunyai perluasan
esensial sejati di M. Untuk submodul A dan B di M,
submodul B dikatakan komplemen dari A jika B
submodul maksimal dengan sifat Any B= 0.

Monomorfisma modul f:M-+N dikatakan
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monomorfisma esensial jika Im ()< N. Modul M
dikatakan bebas kuadrat jika untuk setiap submodul
tak nol N M berlaku N#X®Y dengan X = Y
untuk setiap X M dan Y M. Modul M dan N
dikatakan ortogonal jika untuk setiap A M dan B M
dengan A = B berakibat A=B=0.

Definisi 1:

Modul M atas ring R dikatakan modul auto
invarian jika M invarian terhadap setiap
automorfisma pada EWM), yaitu ¢ (M)=M
untuk setiap 4 = Aut (E(M).

Definisi di atas memperlihatkan bahwa
pendefinisian modul auto invarian ditinjau dari
pemetaan pada perluasan esensial dari modul
tersebut. Berikut ini akan dikaji tentang karakterisasi
dari modul auto invarian yang ditinjau berdasarkan
perluasan pemetaan pada submodul-submodul
esensialnya.

Teorema 2:

Diberikan modul M atas ring R. Pernyatan-

pernyataan berikut ekuivalen.

1) Modul M merupakan modul auto invarian.

2) Setiap isomorfisma pada submodul esensial
di M diperluas menjadi endomorfisma
pada M.

3) Setiap isomorfisma pada submodul esensial
di M diperluas menjadi automorfisma
pada M.

Bukti:

(1=+3) Misalkan X dan Y merupakan
submodul-submodul esensial di M dan &= :
X—Y merupakan isomorfisma. Berdasarkan
Proposisi 5.13 dalam [3] terdapat automorfisma
{# pada E(M) sedemikian sehingga | =« .
Diperoleh [ (M)< M dan j#-1(M)<= M, sebab
M auto invarian. Jelas bahwa /71, injektif.
Diambil sebarang m = M diperoleh m = fi-
1(m) = M sedemikian sehingga & (m")=m.
Diperoleh j# merupakan epimorfisma. Jadi f#
merupakan automorfisma pada M.

(3=+2) Jelas.
(2=+1) Diambil sebarang & = Aut,(E(M)).

Misalkan Y=o (M) n M, X=a"(Y) dan
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o =al,. Jelas bahwa Y< M, X< M dan «
merupakan isomorfisma dari X ke Y.
Berdasarkan hipotesis, terdapat /# = End, (M)
sedemikian sehingga f#| =& . Andaikan
Yn(a-f4)M) =0, diperoleh y=(a-,7) (x)
untuk suatu 0= y= Y dan X= M. Akibatnya,
a ()=y+ /¥ (x) = Y sehingga y=0. Kontradiksi
dengan 0= Y. Diperoleh Y (a-#)M)=0
maka (&-/7)(M)=0, sebab Y< EM). Jadi
o M)=# M)=M. Terbukti bahwa M
merupakan modul auto invarian. m

Catatan:

Tidak setiap submodul dari modul auto
invarian merupakan modul auto invarian.
Modul Q atas ring ¥ merupakan modul auto
invarian tetapi Eé@ bukan merupakan modul
auto invarian. Berikut ini diberikan syarat
cukup agar submodul dari modul auto
invarian merupakan modul auto invarian.
Submodul N di M dikatakan invarian penuh
jika f(N) = N untuk setiap /€ End,(M).

Lemma 3:

Diketahui M modul auto invarian dan N M.
Jika N submodul invarian penuh dan N ,M
maka N merupakan modul auto invarian.

Bukti:

Misalkan X dan Y merupakan submodul-
submodul esensial di N dengan X =Y.
Berdasarkan Proposisi 5.6 (a) dalam [4]
diperoleh X <, M dan Y <, M. Misalkan
isomorfisma maka terdapat endomorfisma f#
pada M yang memperluas ¢ sebab M modul
auto invarian. Diperoleh f# (N)< N sehingga
{# |, merupakan endomorfisma pada N yang
memperluas . Jadi N merupakan modul
auto invarian. m

Selanjutnya akan dilihat sifat-sifat dari modul
auto invarian yang terkait dengan dekomposisi
modul tersebut.

Teorema 4:

Jika modul M merupakan modul auto invarian
maka M=XEB'Y dengan X merupakan modul
quasi-injektif dan Y modul bebas kuadrat yang
ortogonal dengan X.
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Bukti:

Misalkan himpunan | ={(4,B./)|4,B M,A " B=0,
dan f:A—B isomorfisma}. Didefinisikan
urutan pada [, yaitu (4,B)<(A",B"f) jika dan
hanya jika AZ A’, BZ B” dan /" memperluas
f. Diperoleh bahwa | mempunyai elemen
maksimal katakan (A4,B,f). Misalkan C’
komplemen dari A& B maka C” harus bebas
kuadrat. Selanjutnya, didefinisikan pemetaan
gA® BH® C'—=A® B® C dengan g:(a+b+c)=
FL(b) +f(a) +c. Diperhatikan bahwa
g= Aut(A® BE C’) sehingga berdasarkan
Proposisi 2 terdapat g'= Aut,(M) yang
memperluas g. Klaim bahwa A tertutup secara
esensial di M. Andaikan terdapat submodul
dengan A" <, M dengan AZ A" maka
A,BH=<(A'g1,(A),g1,). Kontradiksi dengan
maksimalitas (4,B,/). Jadi A tertutup secara
esensial di M dan B juga tertutup secara
esensial di M sebab A = B. Berdasarkan
Lemma 7 dalam Singh dan Sritavasta [9, 2012]
diperoleh M=(MnE)) & (MnEB)) &
M E(C)) maka M=A@® B@® C’. Diperoleh
A$® B merupakan modul auto invarian
sehingga A dan B relatif injektif serta
AFB® dan C’ juga relatif injektif.
Berdasarkan [5], A ® B® merupakan modul
quasi-injektif.

Selanjutnya didefinisikan himpunan
W={(D’,HID" C* dan f:D’—B monomorfisma}.
Berdasarkan Lemma Zorn, himpunan W mempunyai
elemen maksimal katakan (B’,f). Akibatnya, B’
tertutup secara esensial di C” sebab B C-injektif dan
t monomorfisma yang maksimal. Dengan cara yang
analog, diperoleh #(B’) tertutup secara esensial di
B. Lebih jauh, #(B") merupakan suku langsung di B
sehingga B” merupakan submodul C™-injektif, yaitu
C’=B’ @ C untuk suatu submodul C. Andaikan C dan
B ortogonal, yaitu B, = C, untuk suatu submodul
taknol B, B dan C, C. Akibatnya, B, "¢(B)=0 sebab
C’ bebas kuadrat. Kontradiksi dengan maksimalitas
t. Jadi B dan C ortogonal. Selanjutnya dipilih
X=A% B# B" dan Y=C maka M=X$® Y dengan X
modul quasi-injektif dan ¥ modul auto invarian yang
bebas kuadrat dan ortogonal dengan X. m

3. MODUL AUTO INVARIAN
DAN MODUL PSEUDO INJEKTIF
ADALAH SAMA

Berdasarkan definisi modul auto invarian
diperoleh bahwa setiap modul pseudo injektif
merupakan modul auto invarian. Selanjutnya, akan
dikaji bagaimana hubungan antara modul pseudo
injektif dan modul auto invarian.

Lemma 5.

Diberikan modul A dan B atas ring R dan
M=A® B. Modul A B-injektif jika dan hanya
jika untuk setiap submodul C M dengan
CinA=0, terdapat submodul D M sedemikian
sehingga C= D dan A® D=M.

Bukti:

(=) Misalkan & dan &, berturut-turut
adalah pemetaan proyeksi dari M ke A dan
dari M ke B. Selanjutnya dibentuk barisan
eksak 0—+C—=—=B dan § = Hom (C,A)
dengan « = . dan e =7 |. Oleh sebab A
B-injektif maka terdapat f= Hom ,(B,A)
sedemikian sehingga 7 =fir .

Dibentuk himpunan D={f(b)+blb= B}. Jelas
bahwa D+ . Selanjutnya ambil sebarang
ce C, diperoleh f(c)=f(a(c))=, (c)=0.
Akibatnya, ¢=0+c=f(¢)+c= D. Jadi C= D.
Berdasarkan definisi himpunan D maka
M=A& D.

(#=) Diambil sebarang L B dan g=
Hom (L,A). Didefinisikan himpunan H={-
g) +xlx= L}. Jelas bahwa H = ¢ . Misalkan
x= AnH, diperoleh x=—g(y)+y = A untuk suatu
y= L. Akibatnya y=0 sehingga A H=0.
Berdasarkan hipotesis terdapat H* M
sedemikian sehingga H= H dan M=A$® H".
Misalkan & :M-—+A merupakan proyeksi
dengan Ker(m)=H'. Dipilih h=l, maka
untuk setiap x= L berlaku & (x)=(g(x)-
g@)+x) =1 (gi))+ 7 (=g(x)+x)=g (). Jadi modul
A adalah B-injektif.

Teorema 6:

Modul M merupakan modul auto invarian jika
dan hanya jika M merupakan modul pseudo-
injektif.

ol
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Bukti:

(=) Jelas.

(=) Diketahui modul M auto invarian dan
misalkan C M dan f-C—*M monomorfisma.
Berdasarkan Teorema 4 diperoleh M=A& B
dengan A modul quasi-injektif dan B modul
auto invarian yang bebas kuadrat serta A dan
B relatif injektif. Misalkan K komplemen dari
ACnB) i (CrniB) di B. Berdasarkan Lemma
15 dalam [7] diperoleh K& [f(CiiB) i
(CnB)] K&f(CnB) dan K& [f(Cn B) n
(CnB)] K& (CnB). Lebih lanjut A% K&
ACn B) M. Selanjutnya, berdasarkan Lemma
7.5 dalam [3] diperoleh K& f(C i B) = B’ dan
M=A$ B’ untuk suatu B” M. Diperoleh
bahwa B=B’ maka K&f(CnB)B'.
Isomorfisma f cnp® Id,:(CnB) & K—*f
(CnB)® K diperluas menjadi isomorfisma
f:B—*B’ sebab B modul auto invarian.
Didefinisikan pemetaan g:C+B—+f(C)+B’
dengan g(c+b)=f(c)+f (). Jelas g memperluas
f. Misalkan w A& B—*A pemetaan proyeksi.
Diperoleh B+C=B®& x#C atau x(C)=
(B+C) nA. Karena A dan B relatif injektif
maka M A-injektif. Akibatnya, gl , , diperluas
menjadi homomorfisma g:A—*M sedemikian
sehingga gl mo=g'| eonaE eona Selanjutnya,
didefinisikan hZ:M—*M dengan h (ix +x)=
g (er)+g(x) untuk setiap i = A dan x= (B+C).
Berdasarkan pembentukan g dan g’, jelas
bahwa % memperluas f. Jadi M merupakan
modul pseudo-injektif. m

4. SYARAT CUKUP MODUL AUTO
INVARIAN AGAR MERUPAKAN
MODUL QUASI INJEKTIF

Sebelum membahas syarat cukup modul auto
invariant agar merupakan modul quasi injektif,
terlebih dahulu diberikan beberapa konsep untuk
mendukung proses pembuktian.

Pada modul atas daerah integral D dikenal ada
konsep elemen torsi dalam [1]. Untuk sebarang ring
R, berikut ini akan didefinisikan suatu bentuk yang
analog dengan konsep torsi tersebut. Diberikan
sebarang modul M atas ring R, didefinisikan
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himpunan Z(M)={x= M|Ann,(x), R,} dengan
Ann,(x)={r = Rlxr=0}.

Definisi 7:

Modul M atas ring R dikatakan modul singular
jika Z(M)=M dan sebaliknya modul M adalah
modul nonsingular jika Z(M)=0.

Berdasarkan definisi di atas modul M atas ring
R akan ekuivalen dengan modul torsi (bebas
torsi) jika R merupakan daerah integral.
Selanjutnya akan diberikan definisi dari modul
kontinu.

Definisi 8:

Modul M atas ring R dikatakan kontinu jika
memenuhi kondisi-kondisi berikut.

(C1) Setiap submodul dari M merupakan
submodul esensial pada suku jumlahan
langsung langsung untuk M.

(C2) Setiap submodul dari M yang isomorfis
dengan suku jumlahan langsung dari M
merupakan suku jumlahan langsung dari M.

Dalam teorema berikut, diberikan syarat

cukup agar modul auto invariant merupakan modul
quasi injektif.

Teorema 9:

Diberikan modul auto invariant M dan amplop
injektif dari M yaitu E(M). Jika M nonsingular
dan e = Aut(E)) berlaku Id, - = Aut(E)
dengan E, adalah suku jumlahan langsung
dari E(M) maka M merupakan modul quasi
injektif.

Bukti:

Diambil sebarang ¢ = End, (E(M)), berdasarkan
Lemma 3.7 pada [2] maka ¢ =ir+;7 dengan
iz elemen idempotent di End, (E(M)) dan
f# = Aut ,(E(M)). Misalkan E = (E(M)
dan E,=(Id-) (E(M)) maka E(M)=E +E,.
Selanjutnya, berdasrkan Lemma 3 dalam [8]
diperoleh M=M & M, dengan M =M~ E, dan
M, =M E,. Jelas bahwa /# (M) = M sebab M
modul auto invarian. Di lain pihak, o (M)
= (M)+ex (M) =M. Dengan demikian
7 (M)=ex (M)+ 7 (M) =M. Jadi modul M

merupakan modul quasi injektif.
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5. PENUTUP

Berdasarkan pemaparan di atas ternyata
modul auto invarian merupakan modul pseudo
injektif. Jadi sebenarnya monomorphisma yang
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