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ABSTRACT

Suppose that V is an inner product space. We know that for all u,v V, | u,v |=||u||||v||cos , where
 is canonical angle between two subspaces generated by v  and u . In this paper, we show

generalization of this property in the standard generalized 2-inner product space. This generalization

goes as follows: for all x1,x2,y1,y2 V, | x1,x2|y1,y2 s|=||x1,x2||||y1,y2|| cos 1,  where j=1 or j=2.

Geometrically, ||x1,x2|| and ||y1,y2|| respectively represent the area of parallelogram spaned by {x1,x2}

and the area of parallelogram spaned by  {y1,y2}. The value of 
j

i 1=
∏ cos 1 represents the cosinus of

angle between sp{x1,x2} and sp{y1,y2}.
Keyword : canonical angle, standard generalized 2-inner product, standard generalized 2-inner

product space.
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1. PENDAHULUAN

Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan real .
Konsep hasil kali dalam-n  yang diper umum
diperkenalkan oleh Trencevsky dan Melcesky sebagai
perumuman hasil kali dalam-n yang sebelumnya
diperkenalkan oleh Misiak. Hasil kali dalam-n sendiri
adalah perumuman konsep hasil kali dalam yang telah
dikenal dan banyak dikaji.

Perumuman konsep hasil kali dalam menjadi
hasil kali dalam-n yang diperumun menginspirasi
pertanyaan: sejauh mana struktur dan sifat-sifat ruang
hasil kali dalam masih berlaku atau mempunyai
padanan di ruang hasil kali dalam-n yang diperumum?
Paper ini mengkaji topik terkait pertanyaan itu, yang
dibatasi pada ruang hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar.

Salah satu kajian terkait hasil kali dalam yang
telah banyak dikenal adalah hubungan antara hasil kali
dalam dengan norma vektor dan sudut kanonik antara
dua subruang yang dibangun vektor-vektor itu. Secara
persis, misalkan V adalah ruang hasil kali dalam yang
dilengkapi hasil kali dalam –,– . Untuk setiap u,v V

berlaku | u,v |=||u||||v||cos  . Pada persamaan di atas,
||u|| dan ||v|| berturut-turut merupakan norma vektor
u dan v sedangkan  merupakan sudut kanonik antara
subruang yang dibangun oleh u dan subruang yang
dibangun oleh v.

Dalam paper ini akan ditunjukkan bahwa
persamaan diatas memiliki padanan di ruang hasil kali
dalam-2 yang diperumum standar, yaitu ruang vektor
yang dilengkapi hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar.Hasil kali dalam-2 yang diperumum standar
sendiri merupakan hasil kali dalam-2 yang diperumum,
yang diinduksi oleh suatu hasil kali dalam. Untuk
sampai pada tujuan itu, akan diberikan kembali
sejumlah definisi dan teorema.

2. HASIL KALI DALAM-2
YANG DIPERUMUM DAN SUDUT
KANONIK

Pada bagian ini akan dijelaskan kembali definisi
hasil kali dalam-2 yang diperumum dan sudut kanonik
antar dua subruang.

∏
j

i=1
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Definisi 2.1. Misalkan V adalah ruang vektor
atas lapangan real  dan dim(V)>2. Hasil kali dalam-2
yang diperumum adalah fungsi –,–|–,– : V2xV2

yang memenuhi:
1. u1,u2|u1,u2  > 0 untuk setiap u1,u2 V dan

u1,u2|u1,u2  = 0 jika dan hanya jika u1 = ku2

untuk suatu k .
2. u1,u2|v1,v2  = v1,v2|u1,u2  untuk setiap

u1,u2,v1,v2 V.
3. Untuk setiap u1,u2,v1,v2,c V dan  berlaku:

u1,u2|v1,v2  = u1,u2|v1,v2  dan
u1+c,u2|v1,v2  = u1,u2|v1,v2 + c,u2|v1,v2 .

4. u1,u2|v1,v2  = – u2,u1|v1,v2  untuk setiap
u1,u2,v1,v2, V.

5. Jika u1,v2|v1,v2  = 0 dan u1,v1|v1,v2  = 0 maka
u1,u2|v1,v2  = 0 untuk sebarang v2, V.

Ruang vektor V yang dilengkapi hasil kali dalam-
2 yang diperumum disebut ruang hasil kali dalam-2
yang diperumum atau ruang preHilbert-2. Salah satu
contoh hasil kali dalam-2 yang diperumum adalah hasil
kali dalam-2 yang diperumum yang diinduksi oleh hasil
kali dalam. Secara persis, untuk setiap u1,u2,v1,v2, V
didefinisikan

.

Hasil kali dalam-2 yang diperumum di atas
disebut dengan hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar. Selanjutnya untuk setiap u,v V didefinisikan

.

Secara geometris ||u,v|| menyatakan luas jajargenjang
yang dibangun oleh vektor u dan v.

Definisi 2.2. Misalkan L,M adalah subruang
dari ruang hasil kali dalam V berdimensi n dan
0<dim(L)=l<m=dim(M)<n. Sudut-sudut kanonik antara
L dan M adalah

0< 1< 2< ... < l<

yang didefinisikan secara rekursif sebagai berikut:

cos 1 = a1,b1  = max{ a,b | ||a|| = ||b|| =

1,a L,b M}

cos i = ai,bi  = max

Untuk setiap j = 1,2,...,l pasangan vektor (a1,b1) disebut
pasangan vektor kanonik.

Besar sudut kanonik adalah tunggal, namun
demikian pasangan vektor kanonik tidak. Sebagai
contoh, dalam kasus L = M terdapat tak hingga banyak
pasangan vektor kanonik, namun besar semua sudut
kanonik adalah 0.

3. HASIL UTAMA

Dalam subbab ini akan dibuktikan sebuah
teorema yang selanjutnya dapat dipandang sebagai
perluasan sifat | u,v | = ||u||||v||cos  yang berlaku di
ruang hasil kali dalam.

Teorema 3.1. Misalkan V adalah ruang vektor
yang dilengkapi dengan hasil kali dalam-2 yang
diperumum standar dan x1,x2,y1,y2 V sedemikian
hingga sp{x1,x2}  {0} dan sp{y1,y2}  {0}. Jika

1, 2,..., j, j=1 atau j=2, adalah sudut-sudut kanonik
antara sp{x1,x2} dan sp{y1,y2},

maka | x1,x2|y1,y2 s| = ||x1,x2||||y1,y2|| cos i.

Bukti. Misalkan x1,x2,y1,y2 V sedemikian
hingga sp{x1,x2}  {0} dan sp{y1,y2}  {0} ser ta

1, 2,..., j, j=1 atau j=2, adalah sudut-sudut kanonik
antara sp{x1,x2} dan sp{y1,y2}. Jika dim(sp{x1,x2}) = 1
maka x2 = kx1 untuk suatu k . Akibatnya,

x1,x2|x1,x2 s= 

= k2 x1,x1 –k2 x1,x1  = 0

Jadi, ||x1,x2|| = 0. Di lain pihak,

x1,x2|y1,y2 s=
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= k( x1,y1 x1,y2 – x1,y1 x1,y2 ) = 0

Dengan demikian, jika sudut kanonik antara sp{x1,x2}
dan sp{y1,y2} dinotasikan dengan 1, maka diperoleh
| x1,x2|y1,y2 s| = 0 = ||x1,x2||||y1,y2||cos 1.

Untuk kasus dim(sp{y1,y2}) = 1, dengan cara
yang sama diperoleh | x1,x2|y1,y2 s|  = 0 =
||x1,x2||||y1,y2||cos 1. Di sini, 1 merupakan sudut kanonik
antara sp{x1,x2} dan sp{y1,y2}.

Selanjutnya akan ditinjau untuk kasus
dim(sp{x1,x2}) = 2, dan dim(sp{y1,y2}) = 2. Pada kasus
ini, terdapat dua sudut kanonik, misalkan 1 dan 2.
Notasikan i = cos i dan i = sin , untuk setiap
i {1,2}.

Kasus sp{x1,x2} sp{y1,y2} = {0} Menurut [2],
terdapat basis ortonormal {u1,u2} dari sp{x1,x2} dan
himpunan ortonormal {v1,v2} sedemikian hingga
{u1,u2,v1,v2} basis ortonormal dari sp{x1,x2}+sp{y1,y2} dan
{ 1u1+ 1v1, 2u2+ 2v2} basis ortonormal dari sp{y1,y2}.
Dengan demikian,

x1 = 11u1+ 12u2 …(1)

x2 = 21u1+ 22u2 …(2)

y1 = 11( 1u1+ 1v1)+ 12( 2u2+ 2v2) …(3)

y2 = 21( 1u1+ 1v1)+ 22( 2u2+ 2v2) …(4)

untuk suatu 11, 12, 21, 22, 11, 12, 21, 22 .
Dengan mensubstitusikan persamaan (1) dan (2) itu
ke

 x1,x2|x1,x2 s = ,

didapatkan x1,x2|x1,x2 s = ( 11 22– 12 21)
2. Dengan

demikian, ||x1,x2||=| 11 22– 12 21|.
Selanjutnya dengan mensubstitusi persamaan

(3) dan (4) ke

y1,y2|y1,y2 s = 

serta memperhatikan bahwa  = 1 untuk setiap
i {1,2}, didapatkan y1,y2|y1,y2 s = ( 11 22– 12 21)

2. Jadi,
||y1,y2|| = | 11 22– 12 21|. Selanjutnya perhatikan bahwa,

x1,y1 = 11u1+ 12u2, 11( 1u1+ 1v1)+ 12( 2u2+

2v2)

= 11u1+ 12u2, 11 1u1+ 11 1v1+ 12 2u2+

12 2v2

= 11 11 1+ 12 12 2

x1,y2 = 11u1+ 12u2, 21( 1u1+ 1v1)+ 22( 2u2+

2v2)

= 11u1+ 12u2, 21 1u1+ 21 1v1+ 22 2u2+

22 2v2

= 11 21 1+ 12 22 2

x2,y1 = 21u1+ 22u2, 11( 1u1+ 1v1)+ 12( 2u2+

2v2)

= 21u1+ 22u2, 11 1u1+ 11 1v1+ 12 2u2+

12 2v2

= 21 11 1+ 22 12 2

x2,y2 = 21u1+ 22u2, 21( 1u1+ 1v1)+ 22( 2u2+

2v2)

= 21u1+ 22u2, 21 1u1+ 21 1v1+ 22 2u2+

22 2v2

= 21 21 1+ 22 22 2

Dengan demikian diperoleh,

x1,x2|y1,y2 s = 

= ( 11 11 1+ 12 12 2)( 21 21 1+ 22 22 2)
–( 11 21 1+ 12 22 2)( 21 11 1+ 22 12 2)

= 11 21 11 21 + 11 22 11 22 1 2+ 12 21

12 21 1 2+ 12 22 12 22 – 11 21 11 21

– 11 22 12 21 1 2– 12 21 11 22 1 2–

12 22 12 22

= 11 22 1 2( 11 22– 12 21)– 12 21 1 2
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( 11 22– 12 21)

= ( 11 22– 12 21)( 11 22– 12 21) 1 2 .

Sehingga diperoleh,

| x 1, x 2| y 1, y 2 s| = | 11 22– 12 21| | 11 2 2–

12 21| 1 2

| x1,x2|y1,y2 s|=||x1,x2||||y1,y2||cos 1cos 2

Kasus sp{x1,x 2} sp{y1,y2} = W  dengan
dim(W)=1. Karena dim(W)=1 maka cos 1=1.
Selanjutnya menurut [2], terdapat basis ortonormal
{u1,u2} dari sp{x1,x2} dan himpunan ortonormal {v2}
sedemikian hingga {u1,u2,v2} basis ortonormal dari
sp{x1,x2}+sp{y1,y2} dan {u1, 2u2+ 2v2} basis ortonormal
dari sp{y1,y2}. Dengan demikian,

x1 = 11u1+ 12u2 …(5)

x2 = 21u1+ 22u2 …(6)

y1 = 11u1+ 12( 2u2+ 2v2) …(7)

y2 = 21u1+ 22( 2u2+ 2v2) …(8)

untuk suatu 11, 12, 21, 22, 11, 12, 21, 22 . Dengan
mensubstitusikan persamaan (5) dan (6) itu ke

x1,x2|x1,x2 s = ,

didapatkan x1,x2|x1,x2 s = ( 11 22– 12 21)
2. Dengan

demikian, ||x1,x2||=| 11 22– 12 21|.
Selanjutnya, dengan mensubstitusi (7) dan (8) ke

y1,y2|y1,y2 s = 

serta memperhatikan bahwa +  = 1, didapatkan
y1,y2|y1,y2 s = ( 11 22– 12 21)

2. Jadi, ||y1,y2|| = | 11 22–

12 21|. Selanjutnya perhatikan bahwa

x1,y1 = 11u1+ 12u2, 11u1+ 12( 2u2+ 2v2)

= 11u1+ 12u2, 11u1+ 12 2u2+ 12 2v2)

= 11 11+ 12 12 2

x1,y2 = 11u1+ 12u2, 21u1+ 22( 2u2+ 2v2)

= 11u1+ 12u2, 21u1+ 22 2u2+ 22 2v2

= 11 21+ 12 22 2

x2,y1 = 21u1+ 22u2, 11u1+ 12( 2u2+ 2v2)

= 21u1+ 22u2, 11u1+ 12 2u2+ 12 2v2

= 21 11+ 22 12 2

x2,y2 = 21u1+ 22u2, 21u1+ 22( 2u2+ 2v2)

= 21u1+ 22u2, 21u1+ 22 2u2+ 22 2v2

= 21 21+ 22 22 2

Dengan demikian diperoleh,

x1,x2|y1,y2 s = 

= ( 11 11+ 12 12 2)( 21 21+ 22 22 2)
–( 11 21+ 12 22 2)( 21 11+ 22 12 2)

= 11 21 11 21+ 11 22 11 22 2+ 12 21 12 21

2+ 12 22 12 22 – 11 21 11 21– 11 22 12

21 2– 12 21 11 22 2– 12 22 12 22

= 11 22 2( 11 22– 12 21)– 12 21 2( 11 22–

12 21)

= ( 11 22– 12 21)( 11 22– 12 21) 2 .

Dengan demikian, dengan mengingat 1=1diperoleh

| x 1, x 2| y 1, y 2 s| = | 11 22– 12 21| | 11 2 2–

12 21| 1 2

| x1,x2|y1,y2 s|=||x1,x2||||y1,y2||cos 1cos 2

Kasus sp{x1,x2} = sp{y1,y2}. Misalkan {u1,u2}
basis ortonormal dari sp{x1,x2}. Karena sp{x1,x2} =
sp{y1,y2}, maka {u1,u2} juga basis ortonornal dari
sp{y1,y2}. Dengan demikian,

x1 = 11u1+ 12u2 …(9)

x2 = 21u1+ 22u2 …(10)

y1 = 11u1+ 12u2 …(11)

y2 = 21u1+ 22u2 …(12)

untuk suatu 11, 12, 21, 22, 11, 12, 21, 22 .
Dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke
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x1,x2|x1,x2 s = ,

didapatkan x1,x2|x1,x2 s = ( 11 22– 12 21)
2. Demikian pula

dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke

y1,y2|y1,y2 s = 

didapatkan y1,y2|y1,y2 s = ( 11 22– 12 21)
2. Jadi,

||x1,x2||=| 11, 22– 12 21| dan ||y1,y2|| = | 11 22– 12 21|.
Selain itu perhatikan bahwa sudut kanonik

antara sp{x1,x2} dan sp{y1,y2} adalah cos 1 = u1,u1  = 1
dan cos 2 = u2,u2 . Dengan demikian,

x1,x2|y1,y2 s = 

= 

= 

= ( 11 11+ 12 12)( 21 21+ 22 22)–( 11 21+

12 22)( 21 11+ 22 12)

= 11 11 21 21+ 11 11 22 22+ 12 12 21 21+

12 12 22 22– 11 21 21 11– 11 21 22 12

– 12 22 21 11– 12 22 22 12

= ( 11 22– 12 21)( 11 22– 12 21)

= ( 11 22– 12 21)( 11 22– 12 21)cos 1cos 2.

Jadi,

| x 1, x 2 | y 1, y 2 s| = | 11 22– 12 21| | 11 2 2–

12 21|cos 1cos 2

= ||x1,x2||||y1,y2||cos 1cos 2.

Sebagaimana disebutkan dalam [3], cos i

nilai dapat dipandang sebagai nilai cosinus sudut antara
sp{x1,x2} dan sp{y1,y2}. Berdasarkan pengertian itu,
teorema di atas mengatakan bahwa nilai | x1,x2|y1,y2 s|
dapat dipandang sebagai perkalian dari luas
jajargenjang yang dibangun {x1,x2}, luas jajargenjang
yang dibangun oleh {y1,y2} dan cosinus sudut antar
subruang sp{x1,x2} dan sp{y1,y2}. Dengan demikian
teorema di atas menunjukkan perluasan langsung hasil
yang berlaku di ruang hasil kali dalam.

4. PENUTUP

Dalam tulisan ini telah ditunjukkan bahwa
persamaan | u,v |=||u||||v||cos  yang berlaku di ruang
hasil kali dalam memiliki padanan di ruang hasil kali
dalam-2 yang diperumum standar. Pertanyaan lebih
lanjut yang menarik untuk dikaji adalah apakah
persamaan itu juga memiliki padanan di sebarang
ruang hasil kali dalam-n yang diperumum.
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