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ABSTRACT

Suppose that V is an inner product space. We know that for all u,v€V, [(u,v)|=||u]|[|v]|cos g, where

@ is canonical angle between two subspaces generated by v and U. In this paper, we show
generalization of this property in the standard generalized 2-inner product space. This generalization

j
goes as follows: for all x ,x,.y,,Y,EV, [ (X, X,lY,.Y,) J=IX XMy, I TTcos@,, where j=1 or j=2.
i=1

Geometrically, [[x,,x,|| and |ly,.y,|| respectively represent the area of parallelogram spaned by {x,,x,}

J

and the area of parallelogram spaned by {y,.y,}. The value of Hl cos @, represents the cosinus of

angle between sp{x,,x,} and sp{y..y,}.

Keyword
product space.

1. PENDAHULUAN

Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan real R.
Konsep hasil kali dalam-» yang diperumum
diperkenalkan oleh Trencevsky dan Melcesky sebagai
perumuman hasil kali dalam-» yang sebelumnya
diperkenalkan oleh Misiak. Hasil kali dalam-» sendiri
adalah perumuman konsep hasil kali dalam yang telah
dikenal dan banyak dikaji.

Perumuman konsep hasil kali dalam menjadi
hasil kali dalam-# yang diperumun menginspirasi
pertanyaan: sejauh mana struktur dan sifat-sifat ruang
hasil kali dalam masih berlaku atau mempunyai
padanan di ruang hasil kali dalam-z yang diperumum?
Paper ini mengkaji topik terkait pertanyaan itu, yang
dibatasi pada ruang hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar.

Salah satu kajian terkait hasil kali dalam yang
telah banyak dikenal adalah hubungan antara hasil kali
dalam dengan norma vektor dan sudut kanonik antara
dua subruang yang dibangun vektor-vektor itu. Secara
persis, misalkan V adalah ruang hasil kali dalam yang
dilengkapi hasil kali dalam (-,-). Untuk setiap #,0€V

: canonical angle, standard generalized 2-inner product, standard generalized 2-inner

berlaku | (u,v) I=Ilullllvllcos @ . Pada persamaan di atas,
llull dan llvll berturut-turut merupakan norma vektor
u dan v sedangkan & merupakan sudut kanonik antara
subruang yang dibangun oleh # dan subruang yang
dibangun oleh v.

Dalam paper ini akan ditunjukkan bahwa
persamaan diatas memiliki padanan di ruang hasil kali
dalam-2 yang diperumum standar, yaitu ruang vektor
yang dilengkapi hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar.Hasil kali dalam-2 yang diperumum standar
sendiri merupakan hasil kali dalam-2 yang diperumum,
yang diinduksi oleh suatu hasil kali dalam. Untuk
sampai pada tujuan itu, akan diberikan kembali
sejumlah definisi dan teorema.

2. HASIL KALI DALAM-2
YANG DIPERUMUM DAN SUDUT
KANONIK

Pada bagian ini akan dijelaskan kembali definisi
hasil kali dalam-2 yang diperumum dan sudut kanonik
antar dua subruang.
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Definisi 2.1. Misalkan V adalah ruang vektor
atas lapangan real R dan dim (V)>2. Hasil kali dalam-2
yang diperumum adalah fungsi (--I-,-): ’xV?=>R
yang memenubhi:

1. (ul,uzlul,ztz) > 0 untuk setiap #,u,€V dan
(u,m)u,u,) =0 jika dan hanya jika u, = ku,
untuk suatu kER.

2. (ul,u2lvl,vz> = (vl,vzlul,ztz) untuk setiap
u,u,0,0,EV.

3. Untuk setiap #,,u,,0,,v,c€V dan o €R berlaku:
(aul,uzlvl,vz> = a(ul,uzlvl,vz> dan

(ueu,v,0,) = (u,ulv,v,)+(cu,lv,v,).

4. (u,u,lv,0,) = —(u,ulv,v,) untuk setiap
Uy, 0,0, € V.

5. Jika (u,v,lv,0,) =0 dan (u,,lv,v,) =0 maka
(u,u,lv,,0,) = 0 untuk sebarang v, V.

O

Ruang vektor V'yang dilengkapi hasil kali dalam-
2 yang diperumum disebut ruang hasil kali dalam-2
yang diperumum atau ruang preHilbert-2. Salah satu
contoh hasil kali dalam-2 yang diperumum adalah hasil
kali dalam-2 yang diperumum yang diinduksi oleh hasil
kali dalam. Secara persis, untuk setiap u,u,0,0, € V
didefinisikan

ot Yo,

<“1*”: | "‘t*v:> .
* (1.’,,v,><u,.v\>

Hasil kali dalam-2 yang diperumum di atas
disebut dengan hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar. Selanjutnya untuk setiap «#,v€ V didefinisikan

|y = <u.1‘|u.1‘>.

Secara geometris |lu,vll menyatakan luas jajargenjang
yang dibangun oleh vektor # dan v.

Definisi 2.2. Misalkan L,M adalah subruang
dari ruang hasil kali dalam V berdimensi #» dan
O<dim (L) =l<m=dim (M) <n. Sudut-sudut kanonik antara
L dan M adalah

0<<O,<..<0x<

(Y

yang didefinisikan secara rekursif sebagai berikut:
cos@,= (a,b)) = max{(a,b)! llall = llpll =

laeLbeM)}
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| a'||=Lda'e
| 6'l|=1,b"e

cos8,= (a,b) = max{(a',b')

Lala, .
ch=12,..,0i-1
M.b'Lb,

Untuk setiap j = 1,2,...,/ pasangan vektor (a,,b,) disebut
pasangan vektor kanonik.

O

Besar sudut kanonik adalah tunggal, namun
demikian pasangan vektor kanonik tidak. Sebagai
contoh, dalam kasus L = M terdapat tak hingga banyak
pasangan vektor kanonik, namun besar semua sudut
kanonik adalah 0.

3. HASIL UTAMA

Dalam subbab ini akan dibuktikan sebuah
teorema yang selanjutnya dapat dipandang sebagai
perluasan sifat | {(#,0)| = llullllvllcos & yang berlaku di
ruang hasil kali dalam.

Teorema 3.1. Misalkan V adalah ruang vektor
yang dilengkapi dengan hasil kali dalam-2 yang
diperumum standar dan xx,,,,9,€V sedemikian
hingga sp{x x,} = {0} dan sp{y,y,} = {0}. Jika
0,.0,...,0, 7=1 atau j=2, adalah sudut-sudut kanonik
antara sp{x ,x,} dan sp{y,,y,},

N
maka | (x x,ly,p,) | = llx x|y, v, E[cos 8.

O

Bukti. Misalkan x,,,,y,,y,€V sedemikian
hingga sp{x x,} # {0} dan sp{y,y,}= {0} serta
0,,0,..0, 7=1 atau j=2, adalah sudut-sudut kanonik
antara sp{xx,} dan sp{y,y,}. Jika dim(sp{x x,}) = 1
maka x, = kx, untuk suatu k€ R. Akibatnya,

(x, WX, > (x,,x:) (x, ,x,) <x,‘_kx, )‘
(xl . X, ) (x: \ x:> (kxl . X, > <kx| Lk, >

=k <x1’x1> —k? <x1’x1> =0

<x1’x2|x1’x2>s=

Jadi, llx x|l = 0. Di lain pihak,

(5.3 (5.5,

(s

(xon) (xor)

(o) ()

<x1’x2|y1’yz>s=




= k(<x1’y1> <x1’y2>_<x1’y1> <x1’y2>) =0

Dengan demikian, jika sudut kanonik antara sp{x, .}
dan sply,,y,} dinotasikan dengan &, maka diperoleh
| (x,x,ly,.9,) | = 0= Iz, x,lllly,y,llcos @,

Untuk kasus dim(spiy,,y,}) = 1, dengan cara
yang sama diperoleh [(x xly,y,) | 0
ILc x,lllly, ,llcos @,. Di sini, &, merupakan sudut kanonik
antara spix,x,} dan sp{y,,y,}.

Selanjutnya akan ditinjau untuk kasus
dim(spx x,}) = 2, dan dim(sply,.y,}) = 2. Pada kasus
ini, terdapat dua sudut kanonik, misalkan &, dan @,.
Notasikan «, = cos@,dan [, = siné, untuk setiap
ie{1,2}.

Kasus sp{x x,}sply,y,} = {0} Menurut [2],
terdapat basis ortonormal {u,,u,} dari sp{x,x,} dan
himpunan ortonormal {v,,»,} sedemikian hingga
{u u,,v,,0,} basis ortonormal dari sp{x, x,}+sp{y,.,} dan
{au+p v, a,mu+p,,} basis ortonormal dari spiy,,y,}.
Dengan demikian,

X, = A u+ALM, ..
%, = A+ A, ...(2
=0 (au+Bw)+s (o u+p0,) 3
¥, =6y (au+pB v)+5,,(au+p, @

untUk Suatu 2/1172/1272/2172/227(5'11’(5'12)(5'21’(5'226]R'
Dengan mensubstitusikan persamaan (1) dan (2) itu
ke

(x.x) (x.x,)
(rrox ) o,
didapatkan (xx,lxx,) = (4,4,-4,,4,)> Dengan
demikian, Il x,/I=I 4, A,~A,, 4,

Selanjutnya dengan mensubstitusi persamaan
(3) dan (4) ke

<x1’x2|x1’x2> s

b)

<y| ] .)"1 > <J’:I L] y: )
(o) (32e22)
serta memperhatikan bahwa o’ + 8 = 1 untuk setiap

i€{1,2}, didapatkan (y,y,y,.5,) .= (5,58 1,5, Jadi,
19,91 = 15,8 55=8 1,0 5, Selanjutnya perhatikan bahwa,

@yl =
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<x1’y1> = <2’11”1"'2’12”2’511(a1u1+181v1)+512(a2u2+
182”2 >
= <2’11”1"'2’12”2’511a1u1+511/8101+512azu2+
01 2”2)
= 2’115115{1*'2’12512“2
<x1’y2> = <2’117’11"'2’121’12""321(‘51'17’11""8101)""«’322(a'2”2+
By, >
= <2’11”1"'2’12”2"«’321a1”1+'«’321ﬁ101+f322a2”2+
O 2”2)
=A105,@+ A0,
<x2’y1> = (/121u1+/122u2,5u(a1u1+ﬁlvl)+(5'12(a2u2+
182”2 >
= <2’21”1"'2’22”2’511a1u1+511/8101+512azu2+
01 2”2)
= A8 1@+ Apyb 1,4,
<x2’y2> = (/121141+/122u2,§21(a1u1+ﬁlvl)+§22(a2u2+
By, >
= <2’21”1"'2’22”2"«’321a1”1+'«’321ﬁ101+f322a2”2+
O 2”2)
= A0 @+ A5,

Dengan demikian diperoleh,

(o))
<,\‘: ._ﬂ) (x: , 3’:)

)'Ila‘llal + /J'llo‘llal ;I'll(gllal + )"IJO‘JIG‘(E

<x1’x2|y1’y2>s =

A!l{5lla]

+ R'::(Suaz );‘Elfsllal + /122{)-220'(!

= (2’11511&1"'2’12512“2) (2’21521531"'2’22(322“2
_(2’11'«’921“1*'2’12(?22&2) (2’21'5?11531"'2’22512 @,

= 2,112,21511(321a|‘+2,112,22§11(322a1a2+ 2’122’21
512(5'21ala2+2’122’22512(5'22&’:__2’112’21511 '«521
al'—lnlzzﬂlzﬂm631632—2,122,21511522&1&2—

2’122’22'«’3 12'«’322&::

= 2,112,22ala2((S11522—512521)—2,122,21alaz
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(81,8358 155 5))
= (2’112’22_2’122’21) (511522_512521) @@,
Sehingga diperoleh,

l (xl,leyl,y2>sl=| 2’112’22_2’122’21”511522_

512521| a4,
[{x, 0,y ,) =12, 2,y lcos @ cos 6,

Kasus sp{x x,}nsply,y,} = W dengan
dim(W)=1. Karena dim(W)=1 maka cosé =1.
Selanjutnya menurut [2], terdapat basis ortonormal
{u,,u,} dari spix x,} dan himpunan ortonormal {o,}
sedemikian hingga {u,,u,,0,} basis ortonormal dari
splx,x, +sply,y,} dan {u ,c,u+/,v,} basis ortonormal
dari sp{y,,y,}. Dengan demikian,

X = A u+ AU, ...(5
X, = Ay + Ay, ...(6)
Y= (511u1+§12(a‘2u2+521)2) ..(D
¥, = 88, (au+fBL,) ...(8)

untuk Suatu 2/11’ 2’12’ 2’21’ 2/22’(5' 11’(5‘ 12’(5'21’(5'22 S R. Dengan
mensubstitusikan persamaan (5) dan (6) itu ke

(xx ) (xx.)
o) o,
didapatkan (x,x,lxx,) = (1,4,-4,,4,)% Dengan
demikian, Ilx, x,/1I=I4,A,~4,, 4,

Selanjutnya, dengan mensubstitusi (7) dan (8) ke

(ro2)(3o3)
(o) (veem)

serta memperhatikan bahwa @.+8, = 1, didapatkan

<y1;y2|y1’y2> s ((5'11(5'22_(5' 12(5'21)2- Jadiv | |y1,y2| I = |(S' 11(5' 22
8 1,0 5,- Selanjutnya perhatikan bahwa

’

<x1’x2|x1’x2>s =

<y1’y2|y1’y2>s =

<x1’y1> = <2’11”1"'2’12”2’511”1"'512(azuz"'ﬁzvz >
= <Z,nu1+2,12u2,511u1+5 12a2u2+(9125202 )
= 2’11'«’311*’2’125 12%2

<x1’y2> = <2’11u1+2’12u2’f$21u1+f$22(azuz"'ﬁz% )
= < 2’11”1"'2’12”2’521”1"'522 A Uy+o 2216202>

= 2’115 21+2’125 2%,
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<x2’y1> = <2’21u1+2'22u2’511u1+5 12 (a2u2+,821)2)>
= <2’21”1"'2’22”2’(311”1"'512azuz"'fs 12 21)2>
= A8 1+t Apd 1,4,

<x2’y2> = < 2’21”1"'2’22”2"«’321”1"'5 22 (a2u2+ﬁ21)2) >
= < 2’21”1"'2’22”2’521”1"'522 A UytE 5y 2”2)
= A0yt Al 2,

Dengan demikian diperoleh,

("r| e ) ("r| -J":>
<X: e ) <x: =y:>
_ ’IHCSH + ’{|:§|:a: ’;[115:1 + "{1:5330':
B )L:|5n + ’1::§|:a: )L:|5:| + ‘1::5::0:

<x1’x2|y1’y2>s =

= (2’11511"'2’12512&2) (2’21'«521"'2’22522“2)
_(2’11521"'2’12522532) (2’21511"'2’22512“2

= 2’112’21'«’S 11'«’321"'2’112:225 102 a2+2’122’21 01205
a2+2,122,22§ 120 2235_2’112’215 10 21_2’11%’225 12
o 21 32—2,12/1215 11522 ‘5"2_2’12;{’22"’S 125 20,

= 2’112’22 @, (5 102,70 12521)_2’122’21 a2(5 102~
(S 12(? 21)

= (2’112’22_2’122’21) (511522_512521) a,.
Dengan demikian, dengan mengingat & =1diperoleh

l (xl,leyl,y2>sl=| 2’112’22_2’122’21”511522_

512521' @, a,
(x5, ly,,) =1l 2y, p,llcos @ cos 6,

Kasus spix x,} = sp{y,,y,}. Misalkan {u ,u,}
basis ortonormal dari spix,,x,}. Karena sp{x x,} =
sp{y,.y,}, maka {u u,} juga basis ortonornal dari
sp{y,y,}. Dengan demikian,

X, = A u+ALu, ...9
X, = Ayt AU, ...(10)
Yy =0 % F0 1, ...(11
Yy = 85U +5 M, ...(12)

untuk Suatu 2, 11° 2, 12 2’21’ Z/z2y (S‘ 11’(5‘ 122 (S‘ 217 (S‘ 292 E R.
Dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke



(503 (505)
(xoox Yo,
didapatkan (x,xlx,x,) = (A, A,~A,,A,)> Demikian pula
dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke

(o))
(reor ) ()

didapatkan (y,y,ly,,5,), = (5 18,8 1,8, % Jadi,
”xvxz”:l/111’/122_/112/121| dan ”yvyz” = |f5'11f5'22_f5'12f5'21|'

Selain itu perhatikan bahwa sudut kanonik
antara spix, x,} dan sp{y,,y,} adalah cos 6, = (u u,) =1
dan cos @,= (u,,u,). Dengan demikian,

(no3){x.2)
() (o)

</l u, + A,u,, 0, u, +§|:£r:>

</1:|u| + A u,.0,u, + (5,:r.f:>

<x1’x2lx1’x2>s =

’

@yl =

<x1’x2|y1’y2>s =

</1”u| + AL, 0,0, + c?:fr:)
</’L:|n| + Au,, 0,1, + §::sf:>

/lllé‘ll + Alié‘::
A]IJJI + /112622

A‘"II(SII + ’11:5I2
/1:J§|| + /T'::éll

= (/111f5'11+/112f5'12) (/121f5'21+/122f5'22)_(/111f5'21+
/112522) (/121511"'/122'55'12)

=1 1o 11/121'5 21"'/1 10 11/122"’5"22"'/1 120 12/121"’5"21+
A 120 12/122'55"22_/1 10 21/121(’5' 11_/1 10 21/122(’5' 12
-A 12522/1215 11_/1 125 22/1225 12
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= (/111/122_/112/121) (f5'11f5'22_f5'12f5'21)
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Jadi,
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= llx, %,y .y llcos 6 cos O,

g

Sebagaimana disebutkan dalam [3], Dcos o,
nilai dapat dipandang sebagai nilai cosinus sudut antara
splx,x,} dan sp{y,.y,}. Berdasarkan pengertian itu,
teorema di atas mengatakan bahwa nilai | (x,,x,ly,.9,) |
dapat dipandang sebagai perkalian dari luas
jajargenjang yang dibangun {x x,}, luas jajargenjang
yang dibangun oleh {y,y,} dan cosinus sudut antar
subruang sp{xx,} dan sp{y,,y,}. Dengan demikian
teorema di atas menunjukkan perluasan langsung hasil
yang berlaku di ruang hasil kali dalam.

4. PENUTUP

Dalam tulisan ini telah ditunjukkan bahwa
persamaan | (u,v)|=llullllvllcos & yang berlaku di ruang
hasil kali dalam memiliki padanan di ruang hasil kali
dalam-2 yang diperumum standar. Pertanyaan lebih
lanjut yang menarik untuk dikaji adalah apakah
persamaan itu juga memiliki padanan di sebarang
ruang hasil kali dalam-n yang diperumum.
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